






























































































































3 ○ ○ 00011
4 ○ 00100
… …
22 ○ ○ ○ 10110
… …









このように２進数では，20(1), 21(2), 22(4), 23(8),…と２
倍毎に位が繰り上がります。例えば，２進数で10110と
いう数は，以下のように22を表しています。
24の位 23の位 22の位 21の位 20の位















1  3  5  7
9 11 13 15
17 19 21 23
25 27 29 31
2  3  6  7
10 11 14 15
18 19 22 23
26 27 30 31
4  5  6  7
12 13 14 15
20 21 22 23
28 29 30 31
8  9 10 11
12 13 14 15
24 25 26 27
28 29 30 31
16 17 18 19
20 21 22 23
24 25 26 27





























































1 222223 === +++ （…）… 2
ここで，1/4乗は電卓の キーで計算できる。具体的に


















































・・・ ・・・ ・・・ ・・・
0 1 2 3











































































































































































































































　　　　　(m,m,0), (1,2,3), (1,4,5), (1,6,7),
　　　　　(2,4,6), (2,5,7), (3,4,7), (3,5,6)
　負け型を探す作業は，具体的には次のように行われる。
 (1,2,3) が負け型であることがわかった時点で，c≠3 の
ときは (1,2,c) は常に勝ち型になる。なぜなら (1,2,3) は
負け型なので，そこから石を減らす手は常に勝ち型であ
るから，c＜3 は勝ち型であり，同様に c＞3 ならcを3に
減らして (1,2,3) にできるからである（同様に，a≠1, b
≠2 のとき， (a,2,3),(1,b,3) は勝ち型であることもわか
る）。今の議論は次のように一般化される。
補題１．(a,b,c) が負け型のとき，任意の c’≠c に対して 
(a,b,c’) は勝ち型である。
　補題１より (a,b) に対して，(a,b,c) が負け型になるc




補題２．i) f (a,a)＝0,　ii) f (a,b)＝f (b,a),　iii) f (a,b)＝c な




は (m,m,0）の形に減らすことができ，c＝2 では 4→3，
c＝3 では 4→2 で (1,2,3) に移行していずれも負け型に
できるからである。一般に次が成り立つ。
補題３．自然数a, b に対して，c=a, b, f (a’,b), f (a,b’) (0≦a’
＜a, 0≦b’＜b) であれば，(a,b,c) は勝ち型である
　補題３より，(1,4,c) が負け型になるcの候補の最小は，







f (a,b)=min{Z≧0＼({a,b}∪{f (a’,b)|0≦a’＜a}∪{f (a,b’)|0≦b’＜b})}
証明．上式の右辺をcとする。(a,b,c) からcを減らす手は，
補題３から全て勝ち型である。また (a,b,c) を (a’,b,c) (0
≦a’＜a) に減らす手が負け型と仮定すると，cの定義か
ら f (a’,b)＜c であり，(a’,b,c)と(a’,b,f (a’,b)) が共に負け型
となって補題１に矛盾する。□








a＼b 1 2 3 4 5 6 7
1 0 3 2 5 4 7 6
2 3 0 1 6 7 4 5
3 2 1 0 7 6 5 4
4 5 6 7 0 1 2 3
5 4 7 6 1 0 3 2
6 7 4 5 2 3 0 1
















　　　(7,8,10),  (53,60,100),  (8,9,13,14)
解答．(8,9,13,14) の場合：２進数で表すと，(1000, 1001, 
1101, 1110) である。排他的論理和は，8⊕9⊕13⊕14＝
0010(2)＝2≠0より勝ち型（先手必勝）。0010の最上位桁











































































































































































Kraitchik M.(1942)，Mathematical Recreations, W.W. 
Norton.
Bouton C.L. (1902), Nim, a game with a complete 














A practice based on Tower of Hanoi and Nim 
-A report of the subject for interdisciplinary studies “Mathematics of Games and Puzzles”-
Yasuzo NISHIMURA
Key words：mathematical education, game, puzzle, binary number, Tower of Hanoi, Nim
